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Matematyka dla liceum/Funkcja liniowa

Funkcja liniowa

Wstep

Co zawiera dziat
Czytelnik pozna nastgpujace informacje: co to jest i jakie ma wtasnosci funkcja liniowa oraz jej wykres. Jak sie
rozwigzuje réwnania liniowe. Jak rozwigza¢ nieréwnos¢. Przypadek dwdch niewiadomych w réwnosci liniowej.
Uktad réwnari i jakimi metodami mozna go rozwiaza¢. Zastosowanie macierzy w rozwiazywaniu uktadu réwnan.
Jak poradzi¢ sobie z parametrem w réwnaniu. W zadaniach pojawia si¢ przyklady zadafni tekstowych i sposéb ich
zapisu w postaci funkcji liniowe;.
Zakres programowy

a) wykres funkcji liniowej,

b) wzér funkcji liniowej pozyskany z zadanych wtasnosci,

¢) rozwiazanie réwnania i nieréwnosci liniowej z jedna niewiadoma,

d) okreslenie liczby rozwigzan réwnania liniowego z jedna niewiadoma,

e) rozwiazanie zadan tekstowych prowadzacych do réwnan i nieréwnosci liniowych z jedng niewiadoma,

f) rozwiazanie algebraicznie i graficznie uktadu réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi,

g) rozwigzanie zadania tekstowego prowadzacego do uktadu réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi
Z zakresu programowego odeszto:

h) (R) rozwiazanie uktadu trzech réwnan liniowych z trzema niewiadomymi,

1) (R) rozwigzanie uktadu dwéch réwnan liniowych z parametrem (w tym okreslenie liczby rozwiazan uktadu

w zaleznosci od parametru)

Informacje bazowe

Definicja

DEFINICJA

Funkcje f(x) = ax + b, gdzie a, b, z € R nazywamy funkcja liniowa.

Funkcja liniowa f, zapis:
f(;y) =ax+b lub y:aa:—i—b lub tez f:y:ax—l—b
gdzie a jest wspdtczynnikiem kierunkowym, b wyrazem statym.

Przykladowe funkcje liniowe

. y =T
. f(g;) = 6 - funkcja stata
3

. f(ﬂﬂ):Ez
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« flz)=5z+7
Przyklady

Poda¢ wzér funkcji liniowej na podstawie wlasnosci
* Funkcja f przecina o§ OX w punkcie -3, czyli (-3,0), natomiast o§ OY w punkcie 3, czyli (0, 3). ZnajdZ wzor tej
funkcji.
y=azr+b,
Za x 1y podstawiamy wspotrzedne podanych punktéw (x,y):
0=-3a+b 3=0-a+0b,
Z ostatniego réwnania 3 = } otrzymujemy b, podstawiamy do poprzedniego otrzymujac () = —3q + 3.
obliczamy a.

Ostatecznie otrzymujemy wzér funkcji: ~ f (x) =x+3

Wykres funkcji liniowej
Wykresem funkcji liniowej jest prosta. Aby narysowaé wykres funkcji liniowej, wystarczy wyznaczy¢ wspétrzgdne

dowolnych dwdéch punktéw tej funkcji i poprowadzi¢ przez nie prosta.

¥

Sf_

y=2x+1

51
Prosta, ktéra jest wykresem funkcji y=ax+b, nachylona jest do osi OX pod takim katem, ze

a = tga ac(0,7)U(5,7)
gdzie: a to wspétczynnik przy x, cv to kat migdzy prosta a osig OX
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Prosta przecina o§ OY w punkcie (0,b) oraz o§ OX w punkcie (-b/a, 0) — mozna to tatwo wyznaczy¢ z jej wzoru,

y=ax+b (podstawiajac 0 za y lub za x).

TWIERDZENIE

x Wykresem funkcji liniowej f (:1:) = ax jest prosta przechodzaca przez poczatek uktadu wspéirzednych o wspétczynniku

y kierunkowym a.

Wykresem funkcji liniowej f (z) = ax + b jest prosta przechodzgca przez punkt (0;b) o wspdlczynniku kierunkowym

a.

Wiasnosci funkcji liniowej
Dziedzing funkcji liniowej jest zbiér wszystkich liczb rzeczywistych R.

Miejsce zerowe funkcji jest punktem, w ktérym funkcja przecina o§ OX, oblicza si¢ jez xp = —s
Monotoniczno$¢ funkcji liniowej

* g > (funkcjarosnaca

* g < (funkcja malejaca

* g = (funkcja stata

Przyktad

Funkcja ¥y = —3z + 1jest malejaca.

Parzystos¢

Funkcja jest parzysta, gdy g = () (funkcja stata).

Funkcja jest nieparzysta, gdy b = ()(przechodzi przez srodek uktadu wsp.) i a # 0.

Réznowarto$ciowosé

Funkcja jest réznowartosciowa, jesli @ # 0, w przeciwnym wypadku nie jest réznowartosciowa (jest stata i zawsze
przyjmuje t¢ sama wartosc).

Okresowosé

a 7 Ofunkcja nie jest okresowa.

a = (funkcja jest okresowa (stata), jej okresem jest kazda liczba R.

Wykresy dwéch funkcji

Jesli poréwnaé wykresy dwdch funkcji, to moga one by¢:

e rownolegle, gdy @1 = @9 — oba wspdtczynniki sg rowne

* prostopadle, gdy a; = ;—21
Przyktad

Wykresy funkcji: f(z) = 3z + 1i g{z) = 3z — 7sa liniami réwnolegtymi do siebie.
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Réwnanie liniowe z jedna niewiadoma

Przyktadem réwnania liniowego moze by¢:

e 2x+3=5

e x+2=0

o Tz42 __
EE =6

Rozwiazaniem réwnania jest liczba x, ktéra spelnia to réwnanie.

¥A=0

4

N

~

DEFINICJA

Réwnaniem liniowym z jedna niewiadoma nazywamy réwnanie, ktére mozna zapisaé w postaci gz + b = 0, gdzie

X jest niewiadoma.

Aby rozwigzaé réwnanie liniowe, czyli aby znaleZ¢ liczbg x, przewaznie trzeba wykonaé nastgpujace czynnosci:
* przenie$¢ niewiadoma na jedna strong rownania, pozostawiajac liczby (badZ parametry) po drugiej stronie (przy
przenoszeniu zmieniamy znak),
*  wymnozy¢ lub podzieli¢ obustronnie przez wartos¢ tak, aby pozby¢ sig liczby stojacej przy niewiadome;.
Wyjas$nienie
* Aby rozwigza¢ réwnanie 2 4+ 3 = 5, wykonamy kolejne kroki wymienione powyze;j.
Po lewej stronie rownania zostawimy niewiadoma, przenoszac liczbg 3 na prawa strong. Wystarczy zapisac ja

po drugiej stronie ze zmienionym znakiem.

2c =5—3 czyli 2z =2

Aby z wyrazenia 2x uzyskaé x, dzielimy przez 2. Zawsze dzielimy obie strony, czyli
22=2 [:2

xz = 1, tak wiec liczba 1 jest rozwigzaniem.

Przy przeksztalcaniu réwnania nalezy pamigta¢ o tym, ze przenoszac pewna liczb¢ z jednej strony na druga, nalezy
zmieni¢ znak na przeciwny, na przyktad:

e jesli 2245 = 6,0 2z = 6—35,

A Jeéll r—4 = 2, to ¢ = 2—|—4

Jesli chcemy wymnozy¢ lub podzieli¢ réwnanie przez pewna liczbg, wéwczas zapisujemy to dodajac na koricu np. "

/-4”lubnp.” /:3”.

. g =3 /- 2- obustronnie mnozymy przez 2
* 3z =6 /: 3- obustronnie dzielimy przez 3
. %x =2 / : %- obustronnie mnozymy przez utamek %
Przyklady
* Roéwnanie —x +2 =0
-z =0-2
~z=-2 /- (~1)
T =2

» Réwnanie % =6

Pozbywamy si¢ utamka, mnozac przez warto§¢ mianownika.
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Tx + 2
5 =6 /2
Tz+2 =12
Tz=10 /-7
o=
Rozwiazania

Jezeli nie sa podane wartosci wspotczynnikéw a i b, woéwczas mozemy postawic nastgpujace zalozenia:

e jesli a 75 0, to istnieje jedno rozwiazanie ; — — _,
a
e jesli g = (01 b = 0, to réwnanie przyjmie posta¢ () — (). Jest to r6wnanie tozsamosciowe i dla kazdego x
jest prawda (czyli rozwigzaniem jest kazda liczba),
 jeslia = 01b # 0, wowczas réwnanie moze wygladaé np. tak: () = 3, co oczywiscie jest fatszem.
Roéwnanie to nazywa si¢ rownaniem sprzecznym i nie istnieje liczba, ktdra je spetnia (brak rozwiazan).

Inna nazwa rozwiqzania réwnania jest tez miejsce zerowe, jak i pierwiastek.

Nierownos¢ liniowa z jedng niewiadoma
Zacznijmy od kilku przyktadow:

* 2r >3

c br—2<«<2

e —2xr+4> -3x+5
. —%a:—|—325

Zanim je rozwiazemy, spdjrzmy na definicjg:

DEFINICJA

Nieréwnos¢ liniowa z jedna niewiadoma mozna zapisa¢ w postaci np. gz + b > 0, gdzie niewiadoma jest
X.
Inne postacie: az +b > 0, az +b < 0lubaz + b < 0.

Wazna uwaga: przy mnozeniu (lub dzieleniu) nieréwnosci przez liczbe ujemna, znak nieréwnosci zmieniamy na

przeciwnie skierowany (np. > na <).
PrzejdZmy do rzeczy, czyli rozwigzmy przedstawione przyktady.

Zaczniemy od 2z > 3:
20>3 /:2

1
1=
> 5

Rozwiazaniem tej nieréwnosci nie jest jedna liczba, a caty zbior liczb wigkszych od jednego i jednej drugiej.
Odp. x € (l%; —I—oo).
Teraz mozemy przej$é do kolejnego przyktadu —2z +4 > -3z + 5
—2r+3r>5H-—-4
z>1
Odp. z € (1; +00).

Rozwiazmy teraz nieréwno$¢ —5x — 2 < 2:
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—br <242
—br <4 [:(-5)
4

> — g- przy mnozeniu przez liczbg ujemna trzeba zmieni¢ znak nierdwnosci na przeciwny.

4
Odp. z € —g; o0 .
Dlaczego gdy mnozymy lub dzielimy przez liczbe ujemna, znak nieréwnosci trzeba zmieni¢? Stusznos¢ tego
mozemy sprawdzi¢ na przyktadzie:
3<4 /(-2
—6 < —8 -falsz, brakuje zmienionego znaku

—6 > —8 - prawda, zmieniony znak na '>'.

Réwnanie z parametrem (R)
Dla jakich warto$ci parametru p funkcja y=2px+4-p jest malejaca oraz nieparzysta?
Musimy ustali¢ warunki, ktére musi spetniaé to réwnanie, aby zatozenia z zadania byty spetnione .

1. a<O0 aby funkcja byta malejaca
2. Wykres funkcji musi przechodzié przez punkt (0,0) aby funkcja byta nieparzysta. W przypadku funkcji

nieparzystej f(x)=ax+b zachodzi b=0, zatem w naszym przypadku zachodzi 4-p=0

. 2p <0
4—p=0

Mamy:

. Jp<0
p=4

Teraz musimy zlaczy¢ oba te warunki, aby otrzyma¢ wynik.

Uklad réwnan z dwiema niewiadomymi

Uktad réwnan z dwiema niewiadomymi, jak sama nazwa wskazuje, jest to uktad dwéch lub wigcej réwnani, w
ktérych mamy dwie niewiadome, np. xiy.

Spdjrzmy na kilka przyktadowych uktadéw réwnan:

o J2z+1=3y
{$—5:y

—3r —6y+4=0
) { Sr —dH =y

Poznamy trzy mozliwosci rozwiazywania takich uktadéw.




Matematyka dla liceum/Funkcja liniowa

Metoda podstawiania

Metoda podstawiania polega na wyznaczeniu pewnej zmiennej z jednego réwnania i wstawieniu do drugiego.

Rozwiazmy w ten sposob pierwszy uktad:
{Zz +1=3y (L1)
z—5=y (1L2)
Najpierw wyznaczymy sobie ktéra§ niewiadoma - w tym ukltadzie najlepiej y x (1.2), czyli:
y=z—25
i w takiej wersji mozemy podstawi¢ do (1.1):
2z+1=3-(z - 5)
2+ 1 =3z —15

i otrzymujemy:

x =16
Mamy juz x. Teraz wystarczy do (1.2) podstawi¢ znaleziony x, wigc:
y=16—-5=11.

Drugim wariantem tej metody jest poczatkowe wyznaczenie x z (1.1), czyli:

2c+1=3y
2 =3y -1 /:2
_ 3 1(1 2
TTeY T
i mozemy podstawi¢ do (1.2). Otrzymujemy:
3 1
Sy _p5=
2¥ 72 Y
3 1
Sy —5- =
2Y 7 %2
3 1
e e
2Y YT
1 1
P 9
2v=53 /
y=11.
Mamy juz y. Teraz wystarczy do (1.2') podstawi¢ znaleziony y, wigc:
3 1 3 1 32
T2 2-2 2 2
Drugi uktad
—3z—6y+4=0
S5t —bH=y

—3z —6{bx —5)+4=0
y=>5x—15
—3z—-30z+304+4=0
y=5x—5
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—33z=-34 /:(-33)

3
$_3334
— 5.2 _5
¥=733 0
I
Y= 33

34
T= 33

Jak widaé, wyboér niewiadomej, ktérag chcemy wyznaczy¢é na poczatku, nie wptywa na wynik. Jednak dobrze

wybrana, moze czasami znacznie utatwi¢ zadanie.

Metoda przeciwnych wspétczynnikow

Metoda przeciwnych wspélczynnikéw polega na przeksztalceniu jednego lub obu réwnaii w taki sposéb, aby
wspétczynniki przy jednej zmiennej w obu réwnaniach mialy przeciwne wartosci. Rozwigzmy w ten sposéb

ponownie pierwszy uktad:
2¢+1=3y (L.1)
z—-5=y (L2
Wspétczynnik przy zmiennej x w réwnaniu (1.2) powinien mie¢ wartos¢ -2, czyli:
z—-5=y [(-2)
—2r+10=—-2y.
Teraz nalezy wstawi¢ to do uktadu:
2r+1=3y (1.1)
—2z+10=-2y (1.2)
i doda¢ stronami:
2z + (—2z) + 11 = 3y + (—2y)
1l1=y
Mamy juz y. Teraz wystarczy do (1.1') lub (1.2") podstawi¢ znaleziony y, wigc:
z—5=11
z =16
Odp. z = 161y = 11.
Drugi przyktad:
. B3z —6y+4=0
5c —b=y
Przenosimy zmienna y na lewa strong, a po prawej piszemy O.
—3r —6y+4=0
52 —-5—y=0 /-(—6)
Teraz mnozymy obustronnie, aby przy y byta taka sama cyfra i przeciwny znak.
—3z—6y+4=0
—30z +30+6y =0
Teraz rozwiazujemy.

—3r—6y+4—-30x+30+6y=0
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Po rozwiazaniu zostaje nam takie réwnanie:
—33xr+34=0

Przenosimy na druga strong, aby podzieli¢ obustronnie.
—33z=-34 /:(-33)

Ostatecznie X wynosi:

3
33

Podstawiamy x i wyliczamy.

T

Gdy sprowadziliSmy do wspélnego mianownika wyszedt nam y.

5

yzﬁ

Odpowiedz ¢ = 34i = Z
P TT33YT 33
Metoda graficzna

Metoda graficzna polega na przeksztalceniu réwnania do postaci kierunkowej, nastgpnie narysowaniu prostych na
uktadzie wspétrzednych i na koricu odczytania wspdtrzednych punktu przecigcia prostych.
Zrébmy taki przyktad
r+y=4

2z + 3y = 12
Przeksztatcamy uktad to postaci kierunkowej

y=—x+4

y=4— %x
Nastepnie rysujemy proste w uktadzie wspotrzednych i odczytujemy punkty przecigcia prostych. W tym przypadku
sa to punkty:

z=0

y=4

Metoda wyznacznikowa

{alz +by=0c;

a2 + bay = c3
a1 b
W = |:a; b:| = a162 — a2b1

¢ b
W, = [c; bj = c1bg — oy

a;
W, = = @1Cy — G9C
y o & 1C32 2C1

W, W,

Jesli W #£ 0, to uktad réwnar ma jedno rozwiazanie g — —=1i y=—2
W W

Jesli W = 0i W, = 0i W, = Oto uktad réwnan jest nieoznaczony (nieskoriczenie wiele rozwiazar).
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Jesli W = 0i W, # 0V W, # 0to uktad réwnan jest sprzeczny.

Przyktad
2x 4+ by =16
br4+y =17

2 5

W:[5 1

]:2-1—5-5:2—25:—23

16 5
W, = [17 1] =16-1-17-5=16 — 85 = —69

2 16
W, = l5 17] =2-17—-5-16=34—-80=—-46
We_ -6
TTwW T T3
W, —46
= = = = 2
YT w T a3
3 Do zrobienia:
E ¢ napisad, co to jest uktad zalezny, niezalezny i sprzeczny
e parametr
Podsumowanie

Réwnaniem liniowym z jedna niewiadoma jest

* réwnanie postaci gz + b = ( (lub kazde dajace sie sprowadzi¢ do tej postaci), gdzie x jest niewiadoma oraz a
1 b s3 dowolnymi liczbami (lub parametrami).

Réwnanie liniowe rozwiazujemy nastepujaco

* przeniesienie niewiadomej na jedna strong, a liczb (badZ parametr6w) na druga,

* wymnozenie lub podzielenie obu stron przez warto$¢ tak, aby pozby¢ si¢ liczby przy niewiadomej x (np.
3z =9 — £=23)

* przy przenoszeniu liczby na druga stron¢ réwnania, zmieniamy jej znak na przeciwny.

Rozwigzania réwnania liniowego

e a # 0 -réwnanie ma jedno rozwiazanie (np. 0=3x+1)

« a=0,b=0 -réwnanie jest tozsamosciowe (np. 0=0)

 a=0,b7# 0 -réwnanie jest sprzeczne (brak miejsc zerowych) (np. 0=2)

Uktad réwnar linowych

Metody:

* podstawiania - polega na wyznaczeniu pewnej zmiennej z jednego réwnania i wstawieniu do drugiego

* przeciwnych wspétczynnikéw - polega na przeksztatceniu jednego lub obu réwnar w taki sposéb, aby
wspoétczynniki przy jednej zmiennej w obu réwnaniach mialy przeciwne wartosci.

» graficzna - polega na przeksztalceniu réwnania do postaci kierunkowej, nastgpnie zaznaczeniu prostych na
uktadzie wspétrzednych i odczytania wspétrzednych punktu przecigcia prostych.

* wyznaczniki - polega na wyznaczeniu wyznacznikéw i na podstawie ich wartosci przeprowadzenie analizy

rozwiazan uktadu réwnan.
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Zadania z rozwigzaniami

Zad.1 Wyznacz miejsce zerowe funkcji y = 3z + 5
Rozwigzanie

y=3zx+5

0=3z+5

-3z=5 [/:(-3)

= —

3
Zad.2 Napisz wzor prostej prostopadtej do prostej y = —4x + 3i przechodzacej przez punkt A(1,2).

Rozwiazanie
a-a1=-1 /:oy

a=—
a

y=—-4r+3
a-(—4)=-1
—doa=-1 /:(-4)

o
I

N
—
o]
ul'—‘
<
Il
N
~—

_ o rblr—‘.bl»—lq;u—n” s | =
N
+
o

8
+
I

y:

W |
W

Zad.3 Janek kupit dwa chleby i trzy oranzady ptacac 13 zt. Drugiego dnia za trzy chleby i cztery oranzady zaptacit 5
zt wigcej, niz poprzedniego dnia. Ile kosztuje jeden chleb i jedna oranzada?

Rozwiazanie (metoda przeciwnych wspoétczynnikow)

X - chleb

y - oranzada
9z + 3y = 13/ - (—3)
3z + 4y =18/ -2

6x + 8y = 36
—bx — 9y + 6z 4 8y = —39 4 36
—y=-3 /:(=1)
y=3
2r+3-3=13
20 +9 =13
20 =13-9
2c =4 [:2

z =2

{—6;1: — 9y = -39
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Odpowiedz: Chleb kosztuje 2 z1, a oranzada 3 zi.

Zad.4 Rozwiaz uktad rownan

z=—-4+2+4+2+2
z=41
2y = -2
T =2
z=4
y=-2 [:2
z =32
y=-—1
z=4
1. Na przejechanie 60 km samochdd zuzywa 4,8 litra benzyny

1. ile kilometréw przejedzie samochdd, majac w baku 12,8 litra benzyny?
2. ile litréw benzyny potrzebuje ten samochdd na przejechanie 255 km?
3. podaj wzor wyrazajacy zuzycie paliwa w litrach w zaleznosci od liczby x przebytych przez samochéd

kilometréw.
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